Suites (Chap 1).
I Géné "
1. Définition.

Déf :

On appelle suite numérique toute application d'une partie de /N sur IR : une suite peut donc étre considérée
comme une liste ordonnée de nombres réelles.

Pour une suite qui s'appelle « u » :

(u,) désigne I'ensemble des termes de la suite.

+ u selit: "uindice n" ou "terme d'indice n de la suite " : si le premier terme de la suite est  u, , u, est

n
éme

le n+1 terme de la suite (u,)

Ex:

Soit une liste ordonnée de nombres dont voici le début : -1;2;7;8;9;10;15;16;17;25;-45;-12;46;...
On peut créer la suite  (#,) avec n€N telleque uy=—1 u,=2 u,=7 u;=8 u,=9 etc...

u, estbienle 4+1°" terme, c'est a dire le cinquie¢me, de la suite (u,)

2. Suites arithmétiques.

Déf / prop :

Une suite arithmétique  (#,)  est définie par son premier terme  #, , une raison re/R* et la relation
u,=u,t+nXr  pourtout n€EN .

On a alors :
Pourtout n€N ettout peN , u,=u,+(n—p)xr

) n+1
- PourtoutninN, Sn=u0+u1+...+un=7< )

X(u0+un)=

Ex:

Soit une suite arithmétique (u,) définie par son premier terme %, =-2, une raison r=3.
us=u,+5r=-2+15=13.
u,,=us+(10=5)r=13+15=28

S o=uyt... +u10=%x(uo+um)=%x26= 143
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3. Suites Géometriques.

Déf / prop :
Une suite géometrique

(u,)

u,=uyXq" ,pourtout n€EN .

On a alors :

- Pourtout n€N ettout peN , un=up><q(

Pourtoutnin N, S,=u,+u,+...+u,=u,X

Ex:
Soit une suite géométrique (u,)

us=uyX(=10°==2 x—1 =2

up=usx(=1)"7’=2 x(=1=2 x-1=-2

—1_(_1)H=—2 X

S o=uyt...tu ;=uy X 1=(<1) 2

4. Suites fonctions de n.

Déf :

est définie par son premier terme %, , une raison

définie par son premier terme

1+1_

g€IR” etlarelation

n=p)

u, =-2, une raison q=-1.

-2

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a;+oo[ de IR ou a€IR .

On peut définir la suite (u,) de fonction associée fpour n>a telle que ,pour tout nEN avec n>a ,

u, =f(n).
Ex:
e . _1
La suite définie pour tout n€EN™ par Mn—;
sur IR*.
1 1
u1=f(l)=1—=l u2=f(2)=3 efc...

Ci-contre, voici la reprsentation graphique des
premiers termes de la suite, la courbe étant celle
de fsur ]0;3].
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B. Suites récurrentes.

Déf :
Soit f une fonction définie D, .

On peut définir une suite (#,) de fonction associée f par son premier terme 4, €D s etlarelation
u,,,=f(u,) :une telle suite est appelée suite récurrente.

Pour que (u,) soit bien définie, il faut que, pour tout n€N , f(u,)€ED o

Rem :

Les suites arithmétiques et géometriques sont des suites récurrentes.

Ex:

Soit (u,) telle que u,=2 et U, =2—"+2 . Cette suite est récurrente de fonction associée

fx ):2£+ 1 qui est définie sur IR : elle est donc définie sur N.

2 S 9

(CH
Ci-contre, voici la reprsentation graphique des

premiers termes de la suite, une courbe étant celle

de f et l'autre celle g(x)=x.

" .
II ! u1 Uz uvau4

1. Majoration.

Déf :
+  On dit qu'une suite est majorée par un réel M (resp minorée par un réel m) si et seulement si, pour tout
neN U, <M (resp U,>m ).

3

«  Une suite a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Ex:

Soit (U,) lasuite définiepar U,=1+cos(n) pourtout n€N .
—1<cos(n)<l
0<cos(n)+1<2

donc (U,) est bornée car minorée par 0 et majorée par 2.
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2. Variations.

Déf :

Soit (u,) une suite et PEN .

. Sipourtoutn>pona u,<u,, alors (u,) estcroissante a partir du rang p.
- Sipourtoutn>pona u,>u,, alors (u,) est décroissante a partir du rang p.

«  Siune suite et croissante ou décroissante a partir du rang p, on dit qu'elle est monotone a partir du rang p.

Rem :

Certaines suites ne sont pas monotone, comme celle définie par U ,=(—=1)" pourtout n€N .

n

Méthode 1:

On détermine le signe de u,,,—u, pour toutn : s'il est positif la suite est croissante sinon elle est
décroissante.

Méthode 2 :

u
Dans le cas ou tous les termes de la suite (u,) sont strictement positifs, on compare de ;—H et 1 pour tout

n

n : si | est plus petit la suite est croissante et si 1 est plus grand elle est décroissante.

Méthode 3 :
Silasuite (u,) esttelle que pour tout nEN u,= f(n) ,on étudie les variations de f:

. Siapartirdunréel a€IR fest strictement croissante alors (u,) est croissante a partir du premier entier
supérieur ou €gal a a.

. Siapartirdunréel a€IR feststrictement décroissante alors (u,) est décroissante a partir du premier
entier supérieur ou égal a a.

III. Conv ' i

1. Convergence et divergence.

Déf:
. . , 1] | r >
On dit que la suite (Uy)n2no converge vers un réel L 1 | L
1 . . Pour tout n>p, U
orsque n tend vers +oo si tout intervalle ouvert T n
contenant L contient également tous les termes de la est dans cet
suite a partir d’un certain rang p. intervalle

On dit dans ce cas que la suite est convergente.
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Th:

Si (Un)n est convergente alors il existe un unique réel L vers lequel elle converge. L est la limite de (Uy)no €t
onnote IimU =L,

Dém :
* Supposons qu’uns suite (Un) converge vers deux réels différents L et L’.

L+L
e Soit r=| Sk Sur I’axe des réels, r et la moitié de la distance entre L et L’.

* Soit € un réel positif strictement inférieur a r.

< o >
1 | r | r
J | — | L >
L L’
< > < >
2¢ 2¢

* Puisque (Un) converge vers L, ’intervalle ]L-¢,L+¢[ contient tous les termes de (Un) a partir
d’un certain rang.

* Puisque (Un) converge vers L’, 'intervalle ]L’-¢,L’+¢[ contient tous les termes de (Un) a partir
d’un certain rang.

Or ]L-¢g,L+¢[ et [L’-¢,L’+¢[ sont deux intervalles d’intersection nulle : I’hypothése de départ est donc fausse :
(Un) ne peut pas converger vers deux réels différents.

CQFD

0

em :
Dire que (U,)n=n converge vers L équivaut a dire que la suite (U,-L),=n, converge vers 0.

Ex:
. r r 1 1 1
* les suites de termes générales —=>—>— convergent vers 0.
Jn'n'n

1
*  Soit (Uy)uo telle que Un=2+; .

Puisque la suite (Un-2)n2 converge vers 0, (U,).=0 converge vers 2.
Déf :
* Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

» Si tout intervalle ouvert du type ]a;+oo[contient tous les termes d’une suite divergente a partir d’un
certain rang p, alors cette suite admet pour limite +oo et on note lmU =400

* Si tout intervalle ouvert du type ]-o0 ;a[contient tous les termes d’une suite divergente a partir d’un
certain rang p, alors cette suite admet pour limite -0o et on note lm U =—oco

Rem :
Certaine suite diverge ni vers +00 ni vers -00.
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Ex:
* les suites de terme général Jn ,n,n* admettent pour limite +oo.
» Lasuite (Un) définie par U,=(-1)" n’a pas de limite car ses termes vallent 1 ou -1 alternativement.

2. Premiers critéres de convergences.

Suites Arithmétiques :

Toute suite arithmétique de raison r>0 diverge vers +oo.
«  Toute suite arithmétique de raison r<0 diverge vers -00.

Suites géométriques :

Soit q un réel non nul :
* Si-1<qg<lI alors q" converge vers 0.
* Sig>1 alors q" diverge vers +oo0.
* Sig=1 alors q" est constant est ¢gal a 1.
e Sig<-1 alors q" diverge et n’a pas de limite.
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