Primitives

I. Déf.
Déf :

Soit f une fonction définie sur un intervalle IcR. Dire qu’une fonction F est une primitive de f sur I signifie
que :

e F est dérivable sur 1.
*  Pour tout x€I, F’(x)=f(x)

Ex:

1
Soit f(x)=x2 et F(x)=§x3 .

F est dérivable sur R et F’(x)=f(x) pour tout X€R : F est une primitive de f sur R .

II. Théoremes

Thi (admis) :

Toute fonction continue sur un intervalle IcR admet des primitives sur 1.
Th2 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle IcR. Si F est une primitive de f sur I alors toute primitive de f sur I
est du genre G(x)=F(x)+k ou k€R.

Dém :

Soit F et G deux primitives de f sur I. Alors, pour tout x€I,
F’(x)=f(x) et G’(x)=f(x)

Donc F’(x)=G’(x).

Donc F’(x)-G’(x)=0.

D’ou (F(x)-G(x))’=0

Ainsi F(x)-G(x) est une constante k€R. CQFD.
Th 3:

Soit f continue sur un intervalle IcR. Soit x(€R et y,€R.
Alors il existe une unique primitive F de f telle que F(xo)=yo.

Dém :

Soit G une primitive de f sur I. Tout autre primitive F de f sur I est du genre F(x)=G(x)+k ou k€R.

Pour avoir F(x¢)=yy il faut et il suffit d’avoir k=y,-G(Xo) : k existe et est unique donc il en va de méme pour F.

CQFD
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ITII. Primitives usuelles.

Dans les deux tableaux ci-dessous, k désigne une constante réelle.

Tableau No 1
f Primitive F de Sur =
c ou c€R R
x" ou nEN* » R
-1
— ou nEN et n>1 —— R*
n-1x
1
R 4%
7 R
sin(x) -cos(x)+tk R
cos(x) sin(x)+k R
1 dtm 0 .
1+tan’x ou — tan(x)+k R-0—1* nm[Jou nEN
cos2(x) 02 I

Dém : Il suffit de dériver la primitive.

Tableau No 2

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle IcR.

Fonction f Primitive F de
cu’ ou cER cutk
wHv’ ut+v+k
1 nt
u’u” avec nEN* —u"+ k
ntl
! -1 1
avec n€EN et n>1 —tk
" n-1lu
MV
- 2Vu + k
T Ju
u*v'ou ou vou dérivable
vou+k
sur [

Dém : 11 suffit de dériver la primitive.

Ex1:

Soit f(x)=3x*-x*+3x*-4x+1

» fest continue sur R donc admet des primitives sur R.

1

1 1 1
o F(x)=3x=x"-—x"+3x—=x*-4x —x2+ x+ k k€R.
(x) 5x 4x 3x 2x X €

D’ou F(x)= %xs - %x“ +x°-2x2+ x+ k kER.

Ex2:
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1

1 x)z —
Soit f(x) 2t 87
* fest continue sur R-{-4} donc admet des primitives sur R-{-4}.
lx 2 '
EEVACIE I . 2 _Lu'(x) onu(x)=2x+ 38
(2x+ 82 (2x+ 8?2 2 u(x)
1 - 1 1 - 1 1 _ 1
D’ou F(x)= —x STy N
2 2_12x+8 2 2x+8 4x+16
Ex 3:

3x2+ 1

Soit f(*) = ——— continue sur 10 ;+oo[
Vx4 x

u'(x)
u(x)
D’ou F(x)= 2vJx’ + x + kavec kER.

f(x)=

avec u(x)=x+x.

Ex4:

Soit f(x)=cos(6x)-3sin(4x).

» fest continue sur R donc admet des primitives sur R.
* cos(6x) est la composée de u(x)=6x suivie de v(x)=cos(x)
* sin(4x) est la composée de u(x)=4x suivie de v(x)=sin(x)

e F(x)= %sin(6x) t %cos(4x) +k , kER.

Exb5:

f(x)= cos*(x)
» fest continue sur R donc admet des primitives sur R.

*  On transforme cos?(x) grace a I’égalité cos(2x)=2cos*(x)-1.

cos(2x) + 1

D’ou cos*(x)= 5

101
. =—[0—sin(2x) + xJ+ k, k0 R.
F(x) 2§25m( X) x@

Soit F(x)= %sin(Zx) ' %x+ k.kD R.
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