Limites et fonctions.

I. Limites en + et -« d'une fonction- Asymptotes.

1. Limite finie.

a. Définitions.

« Soit f une fonction définie sur [a ;+[.

Dire que f(x) tend vers | lorsque x tend vers + signifie que tout intervalle ouvert contenant
| contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est assez grand. On écrit : lim f(x)=1 o
limf =1

too

« Soit f une fonction définie sur ]- ;a]
Dire que f(x) tend vers | lorsque x tend vers - signifie que tout intervalle ouvert contenant

| contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est assez petit. On écrit : lim f(x)=1 o
limf =1

Exemple :

Voici la courbe représentative d'une fonction f.
La distance entre f(x) et | est MN=[1/(x)- /[.
MN peut tre rendue aussi petite que I'on veut
lorsque x devient assez grand.

Rk Rk e

Remarques :

Si la fonction tend vers | en restant supérieure a |, on dit qu'elle tend vers I".De méme, si la
fonction tend vers | en restant inférieure a |, on dit qu'elle tend vers I'.

Limites a connditre :

1 1
. o1 1 o -
Les fonctions ¢ 7x ont pour limite 0" en +oo,
. 1 . B TP
e Les fonctions = (avec n pair) et N ont pour limite 0" en -,

1
» Les fonctions - (avec n impair) ont pour limite 0" en -.
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b. Asymptote horizontale.

«  Soit f une fonction définie sur [a ;+e[.Si IM/ =/ alors la courbe représentative de f

0

admet une asymptote horizontale d'équation y=1 en +eo.

3F— —————————————
1
|~ y=3 'E_-E_T * La fonction f(x)= ﬁadmef y=0 comme asymptote
E “I‘:l 1 en +oo,
- 1

— | 1 Y | U i =3- — =

7l y=>% La fonction g(x) —+1 admet y=3 comme
__5: e 3 y=0 asymptote en +oo.
Remarques :

On peut poser les mémes définitions lorsque x tend vers - et f est définie sur J-« ;al.

2. Limite infinie.
a. Définition.

Déf :
Soit f une fonction définie sur [a ;+[ avec a€R.

» Dire que f(x) tend vers + lorsque x tend vers + signifie que tout intervalle ouvert du
type IM ;+oo[ contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est assez grand.. On écrit :
lim f(x)=+00 gy limf=+o00

x->to00

« Dire que f(x) tend vers - lorsque x tend vers +o signifie que tout intervalle ouvert du
type J-oo;m[ contient toutes les valeurs de f(x)dés que x est assez grand. On écrit :
lim f(x)=-00 gy limf=-00

x->to00

Remarque:

On peut poser les mémes définitions lorsque x tend vers -« et f est définie sur ]-e :al.

Limites a connditre :

lim \/;: + 00 lim—\/;Z—oo lim x" = + o0 lim - x" = - o0

x->to00 x->+ 00 x->t 00 x->+ 00

Si @0 alors lIm ax+ b= 00 mais gj q<0, lim ax+ b= -o0

x=>t 00 ! x->to00

Si nest pair, lim x" = +00 mais si n est impair, lim x" = -o0

! x->-o00 ! x->-o00
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b. Asymptote oblique..
Déf :

Soit f une fonction définie sur [a ;+eo[.Si IM/(x)~ (mx* p)= 0 qlors la courbe

représentative de f admet une asymptote oblique d'équation y=mx+p en +eo.

Exemple :

. . 1
Ci-contre, voici la représentation de f(x)=x+ 2+ =

1 . .
f(x)—(x+2)=; donc l}glf (x)-(x+2)= 0 ot y=x+2 est asymptote a la

courbe de f en +oo,

Remarque : On peut poser les mémes définitions lorsque x tend vers - et f est définie sur ]-
o ;a].

c. Le cas des polynomes.

Prop : En +oo et -o00, la limite d'une fonction polynome est égale a la limite du monome de plus
haut degré.

Ex : lim2x?-3x*+ 2= lim- 3x” = -o

d. Le cas des fonctions rationnelles.

Prop: En +oo et -oo, la limite d'une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient des
termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.
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II. Limites infinies en un réel a.

Déf :

Soit IcIR et a€l . Soit f une fonction définie sur I sauf en a.

On dit que f admet pour limite +oo lorsque x tend vers a par
la gauche si et seulement si, pour tout Me€IR" | il existe

x,€]—oa[ telquesi x€]x,;al alors f(x)>M. On note dr

alors 1Ln3f(x):+°° e

Xo

On dit que f admet pour limite -oo lorsque x tend vers a par la

gauche si et seulement si, pour tout melIR , il existe
x,€]=x;a[ telquesi x€]x,;al alors f(x)xm. On note

On dit que f admet pour limite +oo lorsque x tend vers a
par la droite si et seulement si, pour tout MelR™ | il

existe x,€la;+o[ telquesi x€la;x,[ alors 1‘&

f(x)>M.On note alors 1irral+f(x):+°° . 2 el

1
On dit que f admet pour limite -oo lorsque x tend vers //’

a par la droite si et seulement si, pour tout meilrR il

existe x,€la;+x[ telquesi x€la:;x,[ alors

f(x)m.On note alors JILHJ f(x)=—w

Déf - /

Si une des deux limites ( en a”{« - »} ou a”{« + »} )est infinie alors la droite d'équation x=a est
asymptote verticale a la courbe de f.

III. _Opérations sur les limites.

Pour le III. | et I’ désignent des réels. Les limites peuvent €tre celles de fonctions ou de suites.

Limite 1 [ +00 -~ +oo
Limite 2 I" | I'ou+eo | | ou-o0 -0
Limite 1+limite 2 | I+/' +o0 -o0 On ne peut pas conclure tout de suite
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Limite 1 | 150 0u+o | kO ou- | |>0 0u+w | <O ou -o 0
Limite 2 I +00 +00 -0 -0 +00 QU -0
Limite 1 x Limite I’ oo - - oo On ne peut pas
2 conclure tout de suite
Limite 120 =0 | I=0° +00 QU -0
1 1
Limite ; e - 0
Limite 1 | | 120 +00 +00 0
Limite 2 I'20 +00 0 0 I'20 0
oo oo oo On ne peut
Limitel / i - -
e ! 0 (suivant (suivant (suivant pas conclure
Limite2 [ les . ) tout de
: les signes) | les signes) :
signes) suite

x2-3

Exemple : f(x)= 7 Df=]0 ;+eo[ : Il y a deux limites a déterminer.

« On veut trouver la limite de f en 0" (a droite car f n'est pas définie si x<=0).

limx2= 0
0
0

H On ne peut conclure tout de suite : il faut lever cette

il
Hdonclignxz- 3=0
3 H % indétermination de type 0xoo.

Lim-3= -
0

) . .1
h(I)n\/_ =0 donch(r)nﬁ = +00 ﬁ

x> 3 oxx 3 3
lim—- —== lim———- —= hmx\/_- —
o Jx Jx 0 x x 0 Jx

Or Ilignx\/_= 0 et lign- 3. -00 donc lignf(x)= ~0o0

Jx

e On veut déterminer la limite de f en +=.

. ’ . . + 00 . o 4 .
On a de nouveau une indétermination : si on ne modifie pas |'écriture de f.
t 00
. . 3
lim f(x) = limx«/x - T
t o0 too X

Or ljmx\/;: +00 gt lim- 3. 0 donc: 1+iglf(x): too.

Jx
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IV. _Limites et comparaisons.

1. Théoreme des gendarmes.

a désigne un réels,+oo ou -00, | est un réel.

Prop 1:

Soit f, g et h trois fonctions telles que g< /< h,
Si e = A= alors /(- 1

Dém :

Les deux propriétés se démontrent de la méme fagon. Démontrons la premiére pour a=+oo.
Soit I un intervalle ouvert contenant I.

limg =1 donc I contient tous les réels g(x) dés que x est supérieur & un réel A.

t 00

limh=1 donc I contient tous les réels h(x) dés que x est supérieur & un réel B..

t oo

Soit C le plus grand réel entre A et B : I contient tous les réels g(x) et h(x) des que x est
supérieur a C.
I contient donc également tous les réels f(x) puisque g(x)<f(x) <h(x).

I pouvant &tre n'importe quel intervalle ouvert, on peut conclure que 1im.f =/

CQFD.

2. Autres comparaisons.

a désigne un réels,+00 ou -oo.
Prop :

Soit f, g et h trois fonctions telles que g< f< h,
e Si }Ciﬂngg(x): t® alors lr}]n;lf(x): o

o 5ilimA(x)= - glopg lim f(x)= -

V. Limites et composée.

a,b et c désignent des réels,+0o ou -oo.

Prop :

Soit f=vou une fonction composée de deux fonction v et u.
Si limu(x)= b et que lIMv(x) = ¢ glops lim /()= ¢
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Ex:

[ 1
| u(x) -
Soit f(x)* xsin~1= vou(x) avec [ * . Cherchons Hm f(x).
Ox0 0 _sinx
ﬁv()c) S
e lim l =0
x0 +o X
o 1im S0 iy S0 SO G 0))y= cos(0) = 1
x0 0 X x0 o X - 0

Aingi, im f(x) =1,

IxD + 0
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