Géométrie plane
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II. Les triangles.

1. Droites particuliéres
a) Médiatrices

Déf :Une médiatrice coupe un segment perpendiculairement et en son
milieu.

Th : Un point est sur la médiatrice de [AB] si et seulement s’il est
équidistant des extrémités A et B du segment.

Prop : Les 3 médiatrices d’un triangle ABC sont concourantes en un
point O qui est le centre du cercle circonscrit de ABC.

b) Bissectrices

Déf :La bissectrice d’un angle coupe cet angle en 2 angles égaux.

Th :Un point appartient a la bissectrice d’un angle si et seulement
s’il est équidistant des 2 cotés de [’angle.

Prop : Les Bissectrices d’un triangle sont concourantes en un point
™ I qui est le centre du cercle inscrit dans ce triangle.

c¢) Hauteurs

Déf :La hauteur d’un triangle part d’un sommet et est

H JI|r A perpendiculaire au coté opposé a ce sommet.
m—
Prop :Les 3 hauteurs d’un triangle sont concourantes en H appelé
\ orthocentre du triangle.
E
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d) Médianes

Déf :Une médiane est une droite qui passe par un sommet et qui coupe le
cOté opposé a ce sommet en son milieu.

"

Prop :Les 3 médianes d’un triangle sont concourantes en un point G appelé
centre de gravité du triangle ou isobarycentre du triangle. Il s’agit du
« point d’équilibre » du triangle.

On remarque également que dans tout triangle,

AG _BG _CG _2
Al B] CK 3

2. Triangles isoceles ou équilatéraux

Th :Dans un triangle isocele, les hauteurs, médianes, médiatrices et bissectrices
issues du sommet principal sont confondues. O,G,H et I sont alignés.

Th : Dans un triangle équilatéral, toutes les hauteurs,
médianes, médiatrices et bissectrices sont confondues. O,G,H
et I le sont donc également.

3. Triangles rectangles
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a) Cercle circonscrit.

Th : Dans un triangle rectangle, le cercle circonscrit a pour
diametre [’hypoténuse.

Th : Si on joint I’extrémité d’un diametre d’un cercle a un point
de ce cercle alors on obtient un triangle rectangle.

Conséquence : OC = l AB car OC,0A et OB sont les rayons du
2

cercle circonscrit de ABC.

b) Pythagore

Il 'y a 3 écritures du théoreme de Pythagore, il conviendra d’utiliser la bonne selon les circonstances. La
contraposée est toujours le théoreme de Pythagore. On 'y remarque « simplement « que I’absence de
conséquence ( conclusion fausse) entraine I’absence de la cause ( Hypothése fausse).

Théoreme : 8i ABC est rectangle en A alors BC?’=AB?*+AC?
« Contraposée » : Si BC?#AB?*+AC? alors ABC n’est pas rectangle en A
Réciprogue : Si BC?’=AB*+AC? alors ABC est rectangle en A

Rem : Pour le calcul de longueur seul le théoréeme convient.

Pour prouver qu’un triangle est rectangle ou non il y a un choix entre contraposée(c’est toujours le Théoréme
de Pythagore) et réciproque. On ne peut donc pas donner le théoréeme a utiliser au début de la démonstration
mais seulement a la fin .

Pour prouver qu’un triangle est rectangle ou non, il faut tout de suite repérer le plus grand coté pour éviter
d’avoir a démonter qu’il n’est rectangle en aucun des 3 sommets. En effet seul ce coté pourrait étre
I’hypoténuse.

Ex : AB=3cm AC=4cm et BC=7cm. ABC est-il rectangle ?

Le plus grand coté est BC donc si le triangle est rectangle, c’est en A.

BC?*=72=49

AB?+A(C?=3%2+42=25

BC?#AB?+AC? donc d’apres « la contraposée du » théoreme de Pythagore ABC n’est pas rectangle

¢) Trigonométrie

Si ABC est un triangle rectangle en A alors : B
Cosé_Cété adjacent & B hypoténuse
B hypoténuse Adjacent
Siné:Cote opposé a B al’angle
hypoténuse R en B
TanB= CAot,e op'pose a\ BA 4 C
Coté adjacent a B Opposé a ’angle

en B
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Si x est la mesure d’un angle aigu (<90°) alors

cos2x+sin2x =1

sin x
tan x =

COS X

On utilisera les valeurs remarquables ci-dessous (la calculatrice ne donnera que des valeurs approchées)

xendegré | 30 | 45 | 60

Cosx \/g V2 1

212 ]2

Sinx l V2 \/5

2 |2 | 2

Tanx \/5 1 ﬁ
3

III. Angles.

4. Avec deux paralléles et une sécante

I angles correspondants —I angles alternes internes

l angles alternes externes
: T i

|

d AN d A/ |i d A~

— — — -~ — o —
dy Ab d Ab |4 -
‘B /B d B
dT/ld2<:>?f=/b‘ d,//dy<=> T=b d//d, < a=d

5. Angles opposés par le sommet

Prop : Soit 2 droites sont sécantes en O qui forment 4 angles comme sur la figure

ci-contre. Alors les angles 1et2 sont égaux et appelés angles opposés par le sommet.
1l en va de méme pour les angles Jet 4.
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6. Avec un cercle

A N
Prop : Tout angle AMB inscrit sur un cercle et interceptant un arc AB mesure la

moitié de I’angle au centre AOB interceptant le méme arc.

Conséquence : Deux angles inscrits sur le méme cercle et interceptant le méme arc

sont égaux. (Ici AMB = AIQB)

IV. Thales.

1. La configuration type.

On a deux droites qui coupent deux sécantes : De(AB) et E€(AC).

P N A4

A B \

2. Le Théoreme

AD _AE _DE
B AC BC

Théoreme de Thales : Soit A,B,D alignés et A ,C,E alignés .Si (DE)//(BC) alors

3. La contraposée du théoréeme

Contraposée :On reste dans la méme configuration qu’au 1.Si deux des trois rapports ne sont pas égaux alors
les droites (DE) et (BC) ne sont pas paralleles.

Encore une fois (cf Pythagore) ceci est toujours le Théoreme de Thales : Dans ce dernier, si la conséquence
(conclusion) n’est pas vérifiée, c’est que la cause (Hypothese) ne I’ était pas non plus.

4. La réciproque

Réciprogue : Soit A,B et D alignés dans cet ordre et A,C et E alignés dans cet ordre. Si ’:_D = AE alors
B AC

(DE)//(BC)

5. En pratique

Comme on I’a vu pour le théoreme de Pythagore, si le théoréme ne pose aucun probleme (On cite les hypothese
, on dit qu’on utilise le Th. De Thales, on applique.) le sens contraire mérite attention ! Lorsque la question est
« Les droites truc et muche sont-elles paralleles ? », on ignore au départ si on utilisera contraposée ou
réciproque.

Aussi, on calcule les rapports séparément puis, si les rapports sont égaux en en déduit que les droites sont
paralleles d’apres la réciproque du théoréme de Thales ou , si les rapports ne sont pas égaux en en déduit que
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les droites ne sont pas paralleles d’apres le théoreme de Thales ( On peut préciser qu’il s’agit alors de sa
contraposée) .

V. Vectoriel

1. Définition.

Déf : Un vecteur U est caractérisé par sa direction ( c¢’est la parallele que le porte), son sens (il y en a deux

possibles sur une direction) et sa norme, notée HMH ( sa « longueur »).

2. Eqalité de deux vecteurs

Déf :Deux vecteurs sont égaux si et seulement leurs trois caractéristiques sont les mémes.

Prop : Soit ; = ﬁ et \: = @ ; et ysont égaux si et seulement si ABDC est un parallélogramme.

3. Somme de deux vecteurs.

Soit y et v deux vecteurs du plan. Pour les ajouter, il y a deux méthodes :

Relation de Chasles :

B

P o

\'\""{_) i Soit A,B et C tels que u=ABet v=BCalors y+v=AB+ BC =AC

t

Be== U4V

Regle du parallélogramme :

B
o o L - .
u Soit A,B et C tels que y = AB et v=AC alors y+v=AB+ AC = AD out D est tel que
7 ABDC est un parallélogramme.
A‘L—.;: UV
AN
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VI. Transformations du plan

Transformation Image M’ de M Représentation
. Si iz M
Symétrie orthogonale 21 Med, dos M'=M. d
par rapport A d i M‘ & d , alors d est .
la médiatrice de [MM']. M
S)’métrie centrale : Sl M=I, alors M"=1. M\\
IR * Si ‘]\flqtl, alors.lesl |
le milieu de [MM]. M’
Translation ke AB, M,_————ff“"_,.—'M'
de vecteur AB onMABMcat 8
un parallélogramme. A= i
Rotation de centre Oet [+Si M=0, alors M'=0 . N:J
d’angle ot dans le sens [« Si M # O, alors : @ |
de la fleche OM’=OM et MOM' =, | © 9

VII.Repérage du plan.

1. Qu’est-ce qu’un repeéere ?

La donnée d’un Point O et de deux vecteurs unitaires non colinéaires définie un repére du plan (O ; ;‘, } ). O est
appelé origine du repere.
Pour tout point M du plan, il existe un unique couple de réels (x ;y) tel que OM = xi + y}'. On dit alors que les

coordonnées de M dans (O ; ;', ; ) sont (x ;y) out x est I’abscisse et y ’ordonnée.

Rem : Si les deux vecteurs unitaires sont perpendiculaires alors le repere est orthogonal. Si en plus ils ont la
méme norme, le repere est orthonormé.

I optreommogonat | repere quelconque |

f la maille est rectangulaire la maille est en parallélogramme

|
| &~ |
‘ K‘_ _________________ _|:. | % ;
! | -
= |
|
|
|

|

|

> |

| ' e TTAM |

| f O A |

- OHMK est .| : OHMK estun 7~ T ——_ |

un rectangle ’0' = ; parallélogramme H “~_|
, H

‘ |

Ici, M(x ;y) avec OH=x et OK=Yy.

2. Coordonnée d’un milieu

Prop : Dans un repére (O ; ;', } ), soit A(xa;ya) et B(xp;yp). Les coordonnées du milieu de [AB] sont

(xA+xB,yA+yB)_
2 72

3. Distance

Prop : Dans un repere (O ; ;', } ) orthonormé, soit A(xs;ya) et B(xg;yg). On a alors
AB:\/(XA —Xp 2+ Yy —yp)?
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4. Coordonnées d’un vecteur

Prop : Dans un repere (O ; ;‘,;'), soit A(xa;ya) et B(xg,yp) alors A—é =(x; — X, ); +(y, — yA)} et on

note : /TB(XB B XAJ
Y = Ya
—Jaa b

2 N b , ol a , . . - > - —
Conséquence : Dans un repére (O ; i, j ) orthonormé, Si u[ (c’estadirey=ai+bj) alors |u
b

Rem : Contrairement aux coordonnées d’un point, les coordonnées d’un vecteur ne dépendent pas de la
position de ’origine O du repeére. Elles sont déterminées par le « décalage » horizontale et verticale entre « le
départ » et la « fin » du vecteur.

VIII. Aire et volume.

3 Aires
rectangle carré triangle parallélogramme disque
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