Suites arithmétiques et géométriques

I. Suites arithmétiques.

1. Définition.

Une suite (Uy)n=no pour laquelle il existe un réel r tel que pour tout n>ng , Uy =Up+r est appelée suite
arithmétique de premier terme U,y et de raison r.

Ex : Upi=Uy+2 et Up=0 : (Up)nso st une suite arithmétique de premier terme Uy et de raison 2.
On a: Ui=0+2=2 ; Uy=2+2=4 ; U3=4+2=6 ; Usy=6+2=8 ....

2. Propriété.

Prop : Soit (Uy)n>, une suite arithmétique de raison r. Alors pour tout ne N et me N, U,=Up+(n-m)r.

Ex : Considérons la suite arithmétique (Uy)nso ot Uy 1=Uy+2 et Ujp=0.
On a Uioo= U10+(100-10)X2.

Dém : Vuen Dm

3. Représentation graphigue et variation

Prop : Si la raison est positive alors la suite est croissante.

(Un)nzo ot Up1=Uy+2 et Up=0. La raison est positive, la suite
est donc croissante.

La construction graphique de Uy, U ... fait apparaitre un
escalier qui monte avec des marches régulieres.

Prop : Si la raison est négative alors la suite est Décroissante.

(Upnzo ot Up11=U,-2 et Up=0. La raison et négative, la suite est
donc décroissante.

La construction graphique de Uy, U, ... fait apparaitre un escalier
qui descend avec des marches régulieres.
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a.1+24+3+....4n

n(n+l)

Prop : 14243+....4n= 5

Dém :

Soit S= 1 + 2 + 3 +... + n
S= n +nl + n2 +...+ 1

2S=(n+1) + (n+1) + (n+1) + ...+ (n+l) ou (n+1) apparait n fois
D'on 5= CQED

b. Calcul de S,=Up+U;+...+U,.

Prop : Soit (Uy)n=no une suite arithmétique de raison r et S;=Up+U;+...+U,,.

Alors sn:”TJrl (2Up4nr) = ”T“ (Ug+Uy)

Ex : Up1=Up+2 et Up=0 : (Uy)n>o est une suite arithmétique de premier terme Uy et de raison 2.

S4=Up+U+Ur+Uz+Uy= % (U0 + U4 ) =%(0 + 8) =20

Dém :

Si=Up+U +...+U,
=Up+Up+r+...+Up+nr
= (n+1)Up+r(1+2+43+....4+n)
= (n+1)Up+r _n(n2+1 )

= ”T”(zUomr)

= nTH(U0+U0+nr)

_ ”;1 (UotUs) CQFD.

II. Suites géométriques

1. Définition.

Une suite (U,)u=no pour laquelle il existe un réel q tel que pour tout n>ng , Uy =U,Xq est appelée suite
géométrique de premier terme Uy et de raison q.

Ex : Up=Unx2 et Up=3 : (Up)nxo est une suite géométrique de premier terme Uy et de raison 2.
On a : U;=3%x2=6 ; U=6x2=12 ; U3=12%x3=36 ; Us=36x3=108 ....
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2. Propriété.

Prop : Soit (Uy)un une suite géométrique de raison q Alors pour ne N et me N, U,=Uxq" ™.

Ex : Considérons la suite géométrique (Uy)nso 00 Upy1=Upx2 et Ujp=-2.
Alors : Ujs=Ujpxq">""
Dém : Vu en DM.

3. Variation d’'une suite géométrique.

Prop : Soit (Uy)n=no une suite géométrique de raison q.

e i g>0 alors la suite (q") est strictement croissante et :
- Si Uyp>0 alors (Up)n=no €st strictement croissante a partir du rang no.
- Si Uyp<0 alors (Up)n=no est strictement décroissante a partir du rang no..

e  Si0O<g<lI alors la suite (q") est strictement décroissante et :
- Si Uyp<0 alors (Up)n=no €st strictement croissante a partir du rang no.
- Si Uyp>0 alors (Up)n=no est strictement décroissante a partir du rang no..

e Sig<0 alors (q") et (Up)nsno N€ sont pas monotones.

Ex : Soit (Uy)n>o une suite géométrique de raison 2etde premier terme —2 . 0<g<1 et U,p<0 donc (Uy)nzno €5t

3
strictement croissante.

4. Représentation graphique

Prenons une suite géométrique de premier terme Uy et de raison q.

g>1 et Up>0 : la suite est croissante. 1>g>0 et Up>0 : La suite est décroissante.

1
4 uo u1 u2 u3
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g>1 et Up<O : la suite est décroissante. 0>q>1 et Uo<0 : la suite est croissante.

r 7 |

5. Sp=Uo+Ui+...+Upn.

l—q n+l

Prop : Soit (Up)n>o une suite géométrique de raison q et S;=Uo+U;+...+U,. Alors S;=U =g

Dém :

Sy, = Ug+Ui+...+U,
an_= Ul+U;+...+Uﬂ
(1-9)Sn= Up-Upss
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CQDF.
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